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Resume 

Nous considcrons un processus empirique base sur des paires selectionnees de 
rapports de m-cspaccments disjoints, generees par des echantillons indepcn- 
dants de tailles arbitraires. Comme resultat principal, nous montrons que lorsque 
les deux echantillons sont uniformement distribues sur des intervalles de meme 
longueur, ce processus empirique converge vers un processus limite gaussien, 
dont nous precisons la structure lorsque les tailles d'echantillon tendent vers 
Pinfini. 



1 Introduction et resultats 

Dehcuvels ct Dcrzko [9, 10] out etudie un processus empirique base sur les 
espacements de deux echantillons independants. Dans le cas oil ces echantillons 
sont issus de la meme loi uniforme sur (0,1), ils ont montre que ce processus 
empirique convergeait vers une limite gaussienne de la forme 

B(t) - QCt{\ -t) [ B(s)ds pour < t < 1, 
Jo 

oil {B(t) : < t < 1} est un pont brownien, et C une constante, dependant 
du comportement limite des tailles des deux echantillons. Le but du present 
article est de generaliser leurs resultats aux m-espacements. Nous adopterons 
a cet effet les notations suivantes. Soient, sur l'espace de probabilite (£7, ^4, P), 
{X n : n > 1} et {Y n : n > 1} deux suites independantes, composees chacune de 
variables aleatoires independantes de loi uniforme sur (0, 1). Pour tout couple 
d'entiers, n\ > 1 ct n<i > 1, soient respectivement X\_ ril < ... < X niiTll et 
Yi jJl2 < . . . < Y n2in2 les statistiques d'ordre de X\, . . . , X ni et Yy, . . . , Y, l2 et 
posons X ,m = 0, X ni+ i. ni = 1 et Y ^ l2 = 0, F„ 2 +i,« 2 = 1 pour i%i,n 2 > 0. 
Puisque les inegalites strictes 



— Xo,m < Xi^ ni < . . . < X ni:7ll < X ril+ i^ ni — 1 et (1-1) 

= Yq iT12 < Yl.„ 2 < . . . < Y ri2 ^ n . 2 < Y n . 2 + i tn2 = 1, 

sont verifiees avec une probabilite 1 pour tout nx,ri2 > 0, nous travaillerons, 
sans perte de generalite, sur l'evenement (1.1) de probabilite 1. Pour tout entier 
m tel que 1 < m < (ni A na) + 1, on considere les m-cspacements de chacune 
de ces suites, dermis par 

n (m) _ y Y , n (m) _y y 

i,m;X ~ i + m > n i Al , n i et j,n 2 ;Y ~ 1 j+m,n 2 A j,ii8! 
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pour 0<i<ni — m + I ct < j < n<i — m + 1. Nous allons considerer des 
rapports d'espacements de la forme 

R ( ni -m + 2)Z?a ;X 

' J,nUn2 (ni - m + 2)4«; ;JE + (na - m + 2)D^. y ' 

La loi de -Ri,j,m,n 2 est independante du choix de et verifie la convergence 
en loi, lorsque n\ A n% — > oo, 

Nous allons considerer un processus cmpirique base sur une collection de ces 
rapports, choisis de telle sorte que les espacements qui y interviennent soient 
disjoints. Cette propriete est toujours satisfaite pour m = 1, cas etudie par 
Deheuvels ct Dcrzko [9, 10]. A cct effet, nous introduisons deux suites d'indiccs 
< io, m < ■ ■ ■ < iN, ni < n\ - m + 1, et < j , n2 < ■■■ < 3N,n 2 < n 2 - m + 1, 
telles que ik+i,m - ik,m = m et jfc+i,„ 2 - jfc, TC2 = m pour < k < N < NiAN 2 
ou 

^ ;= ni _ m+1 ^ ^ ;= n2 _ m + 1 ^ 
m m 
Nous considcrons done les paires de TO-espacemcnts disjoints definis par 



Sk,N;X — ^ > i k } 1 ,n 1 :X ~ X (k+l)m,m - ^m,ni et (1.3) 
Sk™N;Y = ^j\,„ 2 ,n 2 ;X = ^(k+l)m,n 2 ~ ^km,n 2 ! P°ur k = 0, . . . , N. 

Par convention, nous posons 

P = P(N) = N X -N > 2 et Q = Q(iV) = iV 2 - N > 2, (1.4) 
et supposons que N, P = P(N) et Q = Q(N) verifient les conditions limites 

N ->■ oo, ^ 4ce [0,oo], et ^de[0,oo], (1.5) 

oil c ct d (pouvant etre infinis) sont des constantes. 

Nous definissons ensuite les rapports de m-espacements disjoints par 



(N + P)si% 



Rk;ni,n 2 ~ Ri k ,j kt ni,n 2 ~ ^ (m) ' ' (m) (1-6) 



:X 

Ni Sit 



X , r pour < fc < < N x A AT 2 . 

iV l b k,N;X + iV 2 ^k,N;Y 

Nous notons que la loi jointe des {Rk;m,n 2 : < fc < N} ne depend pas des 
choix des indices ik et jk verifiant les conditions ci-dessus. Nous definissons alors 
la fonction de repartition [f.r.] empirique 
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1 N 

H N , nun2 {x) = — ^ K{R k . nitn3 <x} P° Ur X G M ' ( 1<7 ) 

fc=0 

Dcsignons par H m la f.r. de la loi P m ,mi definie par 

H m (x) = -rr^- — r f t m - l (l - t) m - l dt pour < x < 1. (1.8) 
P(m,m) J 

L'objet de notre etude est le processus empirique 



7JV;m,n 2 0) = N 1/2 {H N , nun2 {x) - H m (x)) pour 0<x<l. (1.9) 

Nous allons etudier le comportement de {7JV;m,n 2 ( a; ) : < x < 1} sous les 
conditions asymptotiques (1.5). 

Theorfeme 1.1. Sous les hypotheses ci-dessus, il existe, sur un espace (0,^4, P) 
de probabilite convenable, une suite {Bn(.) : N > 1} de ponts browniens, et des 
suites {4>n, ipNi &n '■ N > 1} de variables aleatoires normales N(0, 1), telles que, 
pour chaque N > 1, {Bn{v) : < v < 1}, 4>n, tpN 9n soient independants, 
et verifient, lorsque N oo, 



sup 

0<*<l 



(1m — 1 V 

7iv ; « 1)n2 (t) B N (H m (t)) + i (t(l - <)) m x 

((m- 1)!) 



1 / NP NQ 



m \ {N + P) 2 (N + Q)' 



1/2 

On 



1 { N N ^ I , I 2m 



2m { N + P N + Q J y V 2m + 1 
1 f JV N 



2m [N + P N + Q 



jVwV^ = P (N- 1 ^ (log7V) 1/2 ) . (1.10) 



Remarque 1.1. Pour m = 1, le theoreme 1.1 se reduit a la proposition 5.1 de 
Deheuvels et DerzkoflO]. 

Le reste du present article est organise comme suit. Dans le paragraphe 2, 
nous presentons les arguments principaux apparaissant dans les preuves de nos 
rcsultats. Nous reportons au paragraphe 3 la construction des processus gaus- 
siens necessaires pour approximcr les processus empiriques dans l'etude. Enfin, 
au paragraphe 4, nous combinons tous les resultats precedents pour fournir la 
preuve du theoreme 1.1. 

2 Le Processus empirique de base 
2.1 Un theoreme d'approximation forte 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvels et Derzko[10]. 
Un certain nombrc de modifications importantes etant necessaires, nous donnons 
les details pour facilitcr la lecture. Dans ce paragraphe, nous considerons tout 
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d'abord une suite de vecteurs {(Cl,N, 6,Jv) : i > 1} , iV = 1, 2, . . . de copies 
independantes et identiquement distributes [i.i.d.] d'un vecteur aleatoire bivaric 
(£, £) , dermis sur le meme espace de probabilite (fi, A, P) . Nous supposons que 
£ et £ sont independantes et suivent des lois exponentielles avec une moyenne 
1 (oil des lois T(l)) . Ceci est designe par £ = £ = T(l). Nous considerons 
ensuite une suite de vecteurs {(Zk y N,Z' k N ) : fc > 0} , N = 1,2... telle que 
pour tout < k < N, 



(k+l)r, 



Zk.N '■— ^ (l,N Ct Z' k 
l—kva+1 



(k+l)m 



(2.1) 

l—km+l 

Par consequent, Z := Zi n et Z' := Z[ N sont independantes ct suivent des 

lois r(m, 1). Ceci est note Z = Z' = T(m, 1). La fonction de repartition [f.r.] 
jointe de Z et Z' est egale a 



P (Z < x, Z 1 <y) = G[ m) (x) G[ m > (y) pour x, yeR, 



(ro). 



(2.2) 



1 



G ( r\x) • r(m). 





m — 1 



dt = l-e"*. V — six>0 



(2.3) 



si x < 



Designonspar Qg™^) = inf > : G^(x) > u| , (resp. Q^™\v) = mi {x > 

G^\x) > v X ) pour < it < 1, (rcsp. < u < 1 ) la fonction de quantile de 
la loi /3 m , m , (rcsp. T(2to, 1) ) avec une f.r., dcfinie par 



= < 



si < x 



r(2m) 



m— 1 ±rn— 1 



(1 - i)™"^ 



df 



_ ^ (2m -1)! _ )2m -i- 3 - 

j=m J v J/ 
m — 1 _ -i \ | 

= 1 ~E --.^f" / .■M ig3 ( l ~ a: ) 2m ~ 1 ~ J 



3=0 



j\(2m- 1 - j)V 



si a; > 1 



(2.4) 



resp. (x) 



1 



2m-l 



r(2m) y 




dt = 1 - e- x . ^ — si x > 



3=0 



si x < 



(2.5) 

Compte tenu dc (2.4) (rcsp. (2.5)), Q 3 m) (.) (resp. {.) ) est definie par les 
equations de reciprocite 
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G 3 



r(2m) 



(T(m)Y Jo 

2m — 1 



(l-t)™- 1 ?"- 1 dt 



= E Tlfe^ (^M)' (l - ^M)""" 1 "' < B < 1 (2.6) 



resp. G[ m) (g< m >(i 



1 



T(2m) 



?^ m) (™) 



i2m- 1 — t ii 

r e dr 



l-expf-Q^ m) (w)J ^ ^ '— pour < to < 1 



j=o 



J- 



I 

(2.7) 



ct 



Qt ] (4%)) 



\(T(m)) 2 Jo 

Qt ] ( 2 £ ^(fjTi-i)! ^^ 1 - y)2m " I pour < y < 1 (2 - 8) 



resp. 



2m-l ^ 

Q| m) (l-e-«. £ t] pour ^ 



Soit 



^ m) (0) = (2.10) 



resp. ^ m) (x) = A G { ™\x) = t^t^x 2 " 1 -^'* pour x > ct 
32 w da; 2 w r(2m) 

gi m) (0) = 0), (2.11) 
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qui designe la densitc de R = @ m ,m (rcsp. T = T(2m, 1) ). II est simple 
de deduire de (2.5) (resp. (2.7)) et (2.6) (rcsp. (2.9)) que la fonction densitc 

de quantilc <j§ ' (v) = — Q^ n \v) (resp. q^iw) = — Q2 :{ w ) ) cs t une 
fonction continue de v £ (0, 1), (resp. w £ (0, 1) ) telle que 



d „(m\, v 1 

<?3 JotH^) 



qt\v) = £ Q { 3 m) (v) = ,^,; t ^ x £ (0,oo) pour < v < 1 (2.12) 



rcsp. qi m \w) = 4- Qi m \w) — r S (0>oo) pour < to < 1 

Notons aussi que, 

r(m) 2 {(m— l)!} 2 mlm\2m 2m\ 



(2.13) 



/3(m, m) 



r(2m) (2m- 1)! m 2 (2m)! m2 m (l x 3 x . . . x (2m - 1)) 

2m! _ 2 1 - 2m m! 

m2 2 ™({!} x {I + 1} x ... x {I + (m - 1)}) " ~^{^ ' 

en utilisant le symbole de Pochhammer 

. . r(a + m) . . . . 

( a )m. = — wr^ — = a x (a + 1) x ... x (a + m - 1). 
F(a) 

Observons ensuite que la loi fi m ,m est symetrique par rapport a sa moyenne 
— . De sorte que, 

g { 3 m) a-y) = gt\y) pour o< y <i, (2.15) 

et done, 

GiT\y) = 1 - Gt\l ~ V), Q { 3 n) (v) = 1 - Qi m) (l - v) 

et qi m) (v) = 4 m) (l - v) pour 0<v,y<l. (2.16) 

La proposition suivante d'analyse decrit le comportement asymptotique de q^ (v) 
( resp. q^ l \w) ) et Q3 (u) ( resp. Q < ^ n \w) ) lorsque u jO ( resp. w jO 
) et lorsque u f 1 ( resp. iu f 1 ). Elle jouera un role determinant dans les 
preuves de nos resultats a venir. Cette proposition generalise au cas m > 1 
arbitraire la proposition 3.1 de Deheuvels et Dcrzko[10]. 

Proposition 2.1. Nous avons 
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93 m) W = -Urfcr (l-t;) 1 /"*- 1 (i + o(i)) (2.17) 



= 1 + °W {r(2m + 1)}V(2™) w l/(2m)-l j fi ^ ; 

2m 

et q { 2 m \w) = ^rsgue w t 1. (2.18) 



-l/r 



l(m) M = i 2 i / m " m , \ (! + «(l))« 1/m Prague « | 0, 



?3 m) («) = 1 - ^S^i (! + °(!)) (! - ^) 1/m lors 4 ue v t 1, (2-19) 



Q^ l) (u;) = {r(2m + l)} 1/(2m) (l + o(l))u; 1 /( 2 ' n ) Zorsgwe to 1 0, 

etQ% n) {w)= / g^ m) (s) ds = (1 + o(l)) {-log(l - to)} Zorsgue iu f 1. (2.20) 
Jo 

Demonstration. Lcs calculs correspondants s'obtiennent, a l'aide de develop- 
pements limites standards. Nous omettons le detail de ces derniers (voir these 
de Jeremie[19]).D 



Nous introduisons ensuite une paire de variables aleatoires (R, T) , et une suite 
i.i.d. {{Rk.N jTfe.Jv) : k > 0, N > 1} , de repliques aleatoires de (R,T) , en 
posant 

R=jf^,T = Z+Z', (2.21) 

et 



Rk,N = ^ ^—,T k . N = Z k . N + Z' kN , pour fc>0 et N > 1. (2.22) 

ZkM + Z kN 

II est a noter que les variables aleatoires R et T dans (2.21) ( resp. Rk,N et T^jy 
dans (2.22) ) sont indcpendantes, respectivement, de lois /3 m . m et r(2m, 1). 

Ceci est illustre par R = /3 m<m et T = T(2m, 1). La loi jointe de R et T 
est donnee, a savoir par, 
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P(R>v,T>y) = G^> (v) G ( ™> (y) pour v, y e R, (2.23) 

ou Gg (.) et G 2 (.) sont respectivement dans (2.4) et (2.5). En faisant 
usage de la transformee de quantile (voir le theoreme 1, pp. 3-4 dans Shorack 
et Wellner[25]), nous posons 

V = G<g n) (R) et V k ,N = G { 3 m) (R k , N ) , pour fc>0 et N > 1, (2.24) 

et 

W = G* m) (T) et W k ,N = G^ m) (T fc ,jv) , pour k > et iV > 1. (2.25) 

De toute evidence, {(14. at, Wk,N) '■ k > 0, iV > 1} dcfinit une suite i.i.d. de 

rcpliqucs aleatoires de (V, W), ou V = U(0,1) et W = U(0, 1) indiqucnt dcs 
variables aleatoires independantes de loi uniforme £Y(0, 1). En outre, (2.8), (2.12), 
(2.9), (2.13) et (2.22) impliquent conjointement que, pour tout < k < N, 

Z k , N = Rk,N T k>N = Qi; n) {V ktN ) Q^ l) (W k , N ) et 

Z' KN = (1 - R KN ) T k>N = (l - Q< m) (Yk,N)) Q { 2 1) (W k , N ) (2.26) 

Pour chaque N > 1, la mesure empirique basee sur {(V^jv, W^at) : < fe < TV} 
est donnee par 

1 w 

AAr ^ = n H S (y k , N ,w k , N )(-), ( 2 - 2 7) 

fc=0 

ou 8 Z {.) designe la mesure de Dirac avec une masse la z£l 2 . En denotant 
par A(.) la mesure de Lebesgue sur [0,1] 2 , le processus empirique uniforme 
indexe par des ensembles est dcfini par 

a N (A) := N 1 / 2 (X N (A) - X(A)) , (2.28) 

pour chaque sous-ensemble A borelien de [0,1] 2 . En se spccialisant dans le 
cas ou A est un produit d'intervalles, nous definissons la version continue a 
droite de la f.r. empirique bivariee basee sur {(V kl N, W k ,N) 
'■ < k < N} , en posant pour < v,w < 1, 

U N (v,w)=X N ([0,v) x [0,w]) 

= ^# {V k , N < v, W k , N <w:Q<k<N], (2.29) 

ou #E represente le cardinal de E. On designe par 

a N (v, w) = a N ([0, v] x [0, w}) = N 1/2 (JJ N (v, w) - vw) , (2.30) 

pour < v, W < 1, la version continue a droite du processus empirique uni- 
forme portant sur {(Vfc.jv, W k ,N) : < fc < N} . Nous allons aussi faire usage 



8 



dc la version continue a gauche du processus empirique uniforme base sur 
{(1 - Vk,N, 1 - Wk,N) ■ < k < N} . En gardant a l'esprit que a/v(l, 1) = 0, 
ce processus est designe par {a* N (v, w) : < v, w < 1} et est defini via les rela- 
tions, pour < u,v < 1, par 

a N *(l - v, 1 - w) = a* N ((v, 1] x (w, 1]) 

= a N (v, w) - a { N l \v, 1) - a N (l,w) (2-31) 

L'identite distributionnelle ci-apres est verifiee. Nous avons 

{a* N (s,t) : < s,t < 1} = I lim a N {v, w) : < s, t < 1 1 . 

I vfs,wtt 

En outre, les versions continues a droite des processus empiriques marginaux 
otN-.i{v) ■= ajv(^) 1) pour < v < 1, (2.32) 

et 

a7V:2(w) := aAr(l,u>) pour < w < 1, (2.33) 

basees respectivement, sur {14, ^ : < /c < iV} et {W^.w : < fc < TV} sont 
des processus empiriques uniformes sur [0, 1] independants. 

Dans la suite, nous allons etudier le comportement limite commun du processus 
empirique uniforme {ctN:i(v) : < v < 1} , base sur {Vk,N '■ < k < N} , et 
les statistiqucs 

- 1 N 

A N :=Z N -Z' N = -Y, {Zk,N - Z' KN ) , (2.34) 

fc=0 

et 



Q N := Z N + Z' N - 2m = — ^ {Zk,N + Z' k N - 2m} 

k=0 

1 N 

fe=0 

Notre theoreme principal relatif a cette question est comme suit. Ce theoreme 
generalise au cas m > 1 arbitraire le theoreme 3.1 de Deheuvels et Derzko[10]. 

Theoreme 2.1. Sous une version suffisamment elargie de Vespace de probability 
(r2, ^4, P) , il existe une suite {{Bn{-),<Pn ^n) ■ N > 1} avec les proprietes 
suivantes. 

(i) Pour chaque N > 1, {B^(v) : < v < 1} est un pont Brownien et 
4>n = i-'n = N(0, 1) sont deux v. a. normales standards. 

(ii) Pour chaque N > 1, {B^{v) : < v < 1} , <Pn et V>iV sont independants. 
(Hi) Nous avons. lorsque N —t oo, 
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\a N;1 -B N \\= sup \a Nil (v) - B N (v)\ = O v ( ^° S i? ) , (2.36) 
o<«<i \ VN I 



N — <PN 



et 



TV 1 ^ - VjvV2^| = P ^ (1 °^ )3 ^j . (2.38) 



Demonstration. 

La demonstration du theorcme 2.1 est reportee au sous-paragraphe 3.6. Les 
ingredients de base neccssaires pour cette preuve sont donnes dans les sous- 
paragraphes 2.2, 2.3 et dans le paragraphe 3 ci-dessous. 

2.2 Decompositions du processus empirique 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvels et Derzko[10]. 
La premiere etape dans la description conjointc dc a/v:i(-)> An et 0jv, definis 
respectivement par (2.32), (2.34) et (2.35), s'cffcctuc dans les propositions 2.2 
et 2.3 suivantes, qui generalisent au cas de m > 1 arbitraire, les proposi- 
tions 3.2 et 3.3 de Deheuvels et Derzko[10]. Le lemme 3.1 de Deheuvels et 
Derzko[10] jouera un role determinant dans les preuves de ces resultats. Rappc- 
lons la definition (2.31) dc a* N (., .). 

Lemme 2.1. Nous avons I'egalite, 

i ,i ,i 

&N:i(v) dv = ajv(u, 1) dv = — / a* N (z,l) dz. (2.39) 



io Jo Jo 

Demonstration. Voir le lemme 3.1 de Deheuvels et Dcrzko[10].D 

Proposition 2.2. Nous avons 



N^ 2 A N = j J a (2 Q^\s) - l) Q^\t) a N (ds,dt) 



2 / / Q3 ( v ) ( ?2™' ) ( w ) { a N(v, w) — ajv(v, 1) — ajv(l, w)} dv dw 
J J[o,i] 2 

f 1 

+ / Q2 mS> ( w ) Qijv(l)to) dw 
Jo 

2 / / 93 m) (l - v) 9 2 m) (l - w) a* N {v, w) dv dw 
1 

q { ™ ] (1 - w) a* N (l, w) dw, (2.40) 



et 
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12 

1 rl 

q^ n \w) aAr(l,ui) dw = / q 2 0- ~ w ) a *N(^i w ) dw. 



"'O 



(2.41) 



Demonstration. Une application de (2.24), (2.25), (2.29) et (2.34), mene a la 
relation 



A N = I I (2Q™(«)-1) Q [ 2 l \t) U w (d s ,dt) =: A NA + &n,2, (2.42) 
'[04] 2 



A N>1 :=2 [ [ Q^\s) Q ( 2 m) (t) \J N {ds,dt) (2.43) 
J J[o,i] 2 

et compte tenu de (2.24), (2.25) et (2.35), 

I' 1 

A N>2 :=- Q ( ™\t)U N (l,dt) = -{e N + 2m}. (2.44) 



JO 

Compte tenu de (2.12), (2.13), (2.19) et (2.20), nous appliquons le theoreme de 
Fubini dans (2.43) pour obtenir les relations 

Ajv.x = 2 / Q^\s) Q ( 2 m \t) Ujv(d S ,di) 

[0,1] 2 

If f K [0 . s) (v)qi m \v)U m (w)qi m) (w) dvdw}V N (ds,dt) 
[0,l] 2 [J JiOAV- J 

= 2 f f qt\v) qi m \w)\ f f K [0 , s) (v)K m (w) U N (ds,dt) \ dv dw 
J J[as] 2 [J J[o,i] 2 J 

= 2// qi m \v)q { 2 m \w){\ N ((v,l]x(w,l})}dvdw 
= 2 [ ( qt\v) q^\w) {V N (l,l)-U N (v,l) 

J J[0S] 2 

-V N {l,w) +V N (v,w)}dv dw. (2.45) 

Les hypotheses du theoreme de Fubini exigent que la fonction H[o, s ) (u)^" 1 ^ (w)H[o,t) {w)q£ > 
de s,t,v,w G [0,1] soit intcgrablc sur [0, l] 4 , par rapport a dvdw Ujv(dz;, dw). 
Cela en raison du fait que la mesure empiriquc Ajy = UN(dv, dw) s'annule sur 
l'ensemblc 

max T4,at,1 

0<k<N 



x max Wk n, 1 

0<k<N 



qui est presque suremcnt de mesure de Lebesgue positive sur R 2 . Nous suivons 
la meme ligne d'arguments a ecrire, compte tenu de (2.44), 
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Ajv,2 = - / Q 2 m \t) Ujvfl.di) 



\ m (w)q { 2 m) (w) dv\V N (l,dt) 



I JO 



f 4 m) (w) H [0)t) H| Ujv^dfjdu; 

/ ^ m) (H{U JV (l,l)-U w (l, W )}d U ; = -{e A r + 27n}. (2.46) 
Jo 



cmpirique t//v(l,di) est nullc sur Pinter vallc max Wi-jv.l 

1 0<fc<JV 



Le theoreme de Fubini peut etre applique ici, en raison du fait que la mesure 

qui prcsque 
surement de mesure Lebesgue positive sur K. 

En se rappelant de (2.8) (resp. (2.9)) et de (2.17) (resp. (2.18)), nous faisons 
usage du changement de variable w = 1 — v (resp. v = 1—w ) et v = G% (x) = 

^E i^^w ^-^- 1 -' («*p. »=^ ) (*) = i-e-. e'j 

, pour obtenir les egalites (i>) = q 3 ^ n \G 3 m \x)) = l/g 3 m \x), dv = 

gt\x) dx et qi m \v) dv = dx( resp. q^\w) = q^\G^\x)) = l/.9 2 m) (x), dw 
g%{x) dx et q^ n \w) dv = dx ), pour < v < 1 ( resp. < w < 1 ). Ceci, 
a son tour, donne, via (2.4) (resp. (2.5)), 



w q { 3 m \l -w)dw= (1-v) qi m) (v) dv = (l - G { 3 m) (x)) dx 
Jo Jo ^ ' 

j\(2m-l-j)lj V ' 



3=0 
m — 1 



v (2m -1)! j!(2m-l-j)! _ 1 
^ j!(2m- 1-j)! (2m)! 2' 1 ' J 



resp. 



« ^" (1 -v)dv= (1-w) qi m \w) dv = (l - G^ m) (a;)) dx 
Jo Jo ^ ' 

r oo 2m— 1 j 2m— 1 1 -do 

2m- 1 _^ \ 

E 7? r(j + l) = 2m . 
i=o J ' J 



(2.48) 

En combinant (2.45) avec (2.46), (2.47) et (2.48), nous obtenons les relations, 
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E(A JV ,i)=2/ / q i 3 m \v)qi m \w){(l-v)(l-w)} dvdw 
J J[o,i] 2 
1 

(1 - to) q { 2 m) (w) dw = -E (Ajv, 2 ) = 2m. (2.49) 

o 

En combinant (2.45), (2.46) et (2.49), avec la definition (2.30) de ocn(v, w), nous 
obtenons facilement les 2 premieres egalites de (2.40). Pour prouver la derniere 
cgalite de (2.40), nous rappclons d'abord de (2.31) que a^(l — v, 1 — to) = 
ajv(t;, to) — cxn(v, 1) — aisr(l,w), qui pour v = 0, donne a^(l,l — to) = 
— ajv(l, to). Ceci a son tour, montre que 

7V 1/2 A W = 2 / / 4 TO) («) ^'"'M - «> 1 - w ) dwdw 
J J[o,i] 2 
l 



q 2 (w) Oi* N {l, 1 — to) dto. 



La preuve de (2.40) est completee en faisant les changements de variables 
(v,w) — > (1 — v, 1 — to) dans cette derniere relation. En combinant (2.46) 
avec (2.49) et le changement de variables to — > 1 — w, nous voyons que 

N 1 ' 2 <d N = - qi m \w) a N (l,w) dw= / g^ TO) (l - to) a N (l, 1 - to) dto. 
Jo Jo 

En sc rappelant de (2.31) que aj\r(l, 1 — to) = — a^-(l,to) pour < to < 1, 
nous deduisons facilement (2.41) de cette derniere relation. □ 



Proposition 2.3. Nous avons 

N^ 2 A N = 2[ [ qi m) (l-v) q ( 2 m \l-w) {a* N (v,w)-v a* N (l,w) 
J J[o,i] 2 

—to a* N (v, 1)} dudto 

+ 4m q^ m \l - v) a* N (v, 1) dv. (2.50) 
Jo 

Demonstration. Nous ctcndons (2.40) en 

N 1 ' 2 A N = 2 / / qi m \l-v)q<r\l-w) {a* N (v, w) - v a%(l, w) 
J J[o,i] 2 

—to a* N (v, 1)} dtidto 
+ 2 |j^ vqi m \l-v)dv^ J q^il-w) a* N (l,w) dw 

+ 2 I f w q { 2 m \l-w)dw\ f q { ™\l-v) a* N (v,l) dv 



) Jo 



1 

q { 2 m) (l - w) a* N (l,w) dw (2.51) 



(i 
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ou nous avons utilise (2.47) et (2.48). Ceci donne (2.50), comme demande.D 

Apres avoir obtenu, dans les propositions 2.2 et 2.3, les representations appro- 
priates de N x ^ 2 An et N 1 ^ 2 On en termes de aw et a* N , nous allons 
maintenant approcher ces statistiques par leurs homologues gaussiens. Cet ob- 
jectif sera atteint dans le paragraphc 3.3. Nous devons d'abord obtenir des 
borncs superieures pour les versions pondcrccs de ces processus cmpiriques. Ces 
preliminaries sont rendus necessaires du fait que la fonction q^ 71 ' '(.) dans (2.40), 
(2.41) et (2.50) n'est pas bornee sur (0,1). Cet objectif sera atteint dans le 
paragraphe 2.3 ci-dessous. 

2.3 Processus empiriques ponderes 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvcls et Dcrzko[10]. 
La notation suivante sera necessaire. Posons pour chaquc N > 1, 

rl nl/N 

I'n -= / ?3 m) (l ~ v) 4 m \l - w) a* N (v,w) dvdw, (2.52) 
Jo Jo 

et 

,1/N 

K' N := / q( m \l-w) a* N {l,w) dw. (2.53) 
Jo 

Nous obtiendrons des limites de bornes superieures pour |7^| et \K N \ . Vers 
ce but, et compte tenu de (2.29), nous introduisons la version continue a droitc 
de la f.r. cmpiriquc basce sur la suite {(Vk,i, Wk,i) '■ < k < N} , de vecteurs 
alcatoircs i.i.d. avec des lois uniformcs sur [0, l] 2 . Cette f.r. empirique est 
dermic, pour < v,w < 1, par, 

U$ (v, w) = ^# {14.i < v , W k ,i < w : < k < N - 1} . (2.54) 
Le processus empirique correspondant est defini, pour < V, W < 1, par, 

{v, w) = N 1/2 (u$ (v, w) - vw \ . (2.55) 

Nos arguments dependront du fait 1 suivant, (fait 2 de Deheuvels,Dcrzko[10]). 
Nous notons que, dans ce fait, la relation (2.56) est une consequence du corol- 

laire 2 de Einmahl et Mason [17], pris avec v = — et d = 2, alors que la 
relation (2.57) est due a Csaki[5, 6]. 

Fait 1. Nous avons, 



et 



lim sup 

jv->.oo log log N 



log < sup 

0<v,w<l 



a l N ' (v, w) 



\/vw(l — vw) 



1 p.s. 



(2.56) 



lim sup - — — 

jv^oo log log N 



log < sup 

0<iu<l 



\/w(l - w) 



p.s. 



(2.57) 
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Lemme 2.2. Pour chaque e > 0, nous avons, lorsque N — > oo, 



\I'n\ = Or 



( 



(log7V) 1+£ 



) 



(2.58) 



Demonstration. La demonstration du lemme 2.3 est tres voisine de celle du 
lemme 3.2 de Deheuvels, Derzko[10] et sera done omise. □ 



Lemme 2.3. Pour chaque e > 0, nous avons, lorsque N — > oo, 



Demonstration. La demonstration du lemme 3.1 est la meme que celle du 
lemme 3.3 de Deheuvels, Derzko[10], done elle omise. □ 



3 Approximations gaussiennes 

3.1 Ponts browniens et processus de Wiener 

Dans ce paragraphe, nous rappelons, la definition du processus gaussien bivarie 
{B*(u,v) : < u,v < 1}, l'identite distributionnelle qui le lie au pont Brow- 
nien bivarie ainsi que le lemme 4.1 de Deheuvels, Derzko[10] que nous utiliserons 
par la suite dans le prochain paragraphe 3.4. Nous nous referons a Deheuvels, 
Derzko[10] pour les definitions de {^(u) : u > 0} , {W(u,v) : u,v > 0} , 
{B(u,v) : < u,v < 1} , B(du,di;), 

{B*(u,v) : < u,v < 1}, {B [0] (u,v) : < u,v < 1} , (B [1] (w) : < u < 1} et 
{B [2] (v) : < u < 1} et {B^u) : < u < 1} et [B [2] (v) : < u < 1} , respec- 
tivement, un processus de Wiener univarie, un pont Brownicn univarie, un pont 
Brownien bivarie, la mesure du pont Brownicn, un processus gaussien bivarie, 
un pont Brownien reduit et les processus marginaux de B(u,v). En se rappc- 
lant les egalites B(0, 0) = B(l, 1) = 0, le processus defini, pour < u,v < 1, 
par 




1 



(2.59) 




B(du,dv) =B{u,v) -B{u,l) - B(l,v) (3.1) 



verifie l'identite distributionnelle 



{B{u,v) : < u,v < 1} = {B*{u,v) : < u,v < 1} . (3.2) 



Le pont Brownien reduit {B[ ](u, v) : < u, v < l} , le pont Brownien bivarie 
{B(u,v) : < u, v < 1} , ct les processus marginaux {B[!](u) : < u < l} et 
{B[2](w) : < u < l} sont lies comme suit. 



15 



Lemme 3.1. Les processus Br i(.,.), Bm(.) et B[ 2 ](.) sont independants, 
et constituent, respectivement un pont Brownien bivarie reduit et deux ponts 
Browniens univaries verifiant, pour < u, v < 1, 

B(u, v) = B[o] (u, v) + v B[!j (u) + u B[ 2 ] (v). (3.3) 
Demonstration. Voir le paragraphe 4.1 de Deheuvels et Derzko[10].D 



3.2 Identites distributionnelles pour les integrales de ponts 
browniens 

Dans ce paragraphe, nous rappelons et etablissons des proprietes distribution- 
nelles d'integrales de fonctionncllcs de ponts browniens dans les propositions 3.1, 
3.2 et 3.3 ci-dessous, qui seront utiles dans la demonstration du theoreme 2.1 
a venir, donne, plus tard, dans le paragraphe 3.6 ci-dessous. La proposition 3.1 
et le corollaire 3.1 sont respectivement les memes que la proposition 4.1 et le 
corollaire 4.1 de Deheuvels et Derzko[10]. Pour les demonstrations des proposi- 
tions 3.1, 3.2 et du corollaire 3.1, nous nous refcrons a Deheuvels et Dcrzko[10]. 
Soit X > 0, une v. a. non negative avec une f.r. F(x) = P(X < x), et 
{B(t) : < t < 1} qui designe un pont Brownien (univarie). 

Proposition 3.1. Supposons que a\ := Vai(X) < oo. Alors, 

B(F(t)) dt = N(0, a 2 F ). (3.4) 

Demonstration. Voir le paragraphe 4.2 de Deheuvels et Derzko[10].D 

Soit {B(u) : < u < 1} un pont Brownien et soit {i3[ ](w, v) : < u, v < 1} 
un pont Brownien bivarie reduit. Pour les fonctions de covariance de ces pro- 
cessus, nous nous referons a (4.2) et (4.9) de Deheuvels et Derzko[10]. 

Proposition 3.2. Chaque fois que a F := Var(X) < oo, nous avons Videntite 
distributionnelle. 



B [0] (F(x), w) dx : < w < l| = {(J F B{w) : < w < 1} . (3.5) 

Demonstration. La demonstration est similaire a celle de la proposition 4.2 
du paragraphe 4.2 de Deheuvels et Derzko[10] et done elle est omise.D 

Corollaire 3.1. Soit X > et Y > des variables aleatoires non negatives, 
avec des f.r. F(x) = P (X < x) et G(y) = P (Y < y) . Supposons que up := 
Var(X) < oo, et a 2 G := Var(V) < oo, Alors, nous avons 

/>oo />oo 

/ / B[ ] (F(x), G(y)) dxdy = N (0, o- f o-q) . (3.6) 
Jo Jo 

Demonstration. Voir le paragraphe 4.2 de Deheuvels et Derzko[10].D 
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3.3 Decompositions de ponts browniens. 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvels ct Dcrzko[10]. 
La proposition 3.3 suivante generalise au cas m > 1 arbitraire la proposition 4.3 
de Deheuvels et Derzko[10]. Rappelons les definitions (2.6), (2.8), (2.7), (2.9), (2.12) 
ct (2.13) de Q { ™\ Q { 2 m \ qf ] et q { 2 m) . Soit {B(v,w) : < v,w < 1} qui 
designe un pont brownien bivarie, et, compte tenu de (3.2), soit B*(.,.) un 
pont Brownien bivarie defini, comme dans (3.1), par la relation 

B*(l -v,l-w) = B(v, w) - B{v, 1) - B(l, w) (3.7) 

pour 0< v,w < 1. Compte tenu de (3.3), nous posons B* j (.,.), B*^ (.) et B^(.), 
un pont Brownien reduit et des ponts Browniens univaries, definis en fonction 
de B*, par les relations, pour < v,w < 1, 

B* [0] {v lW ) = B*(v,w) -vB*(l,w) -wB*(v,l) (3.8) 

ct 

Sfi ] («)=B*(«,l)et Bfa(w) = B*(l,w) (3.9) 

La proposition suivante peut etre intcrprctcc comme une version limite des 
propositions 2.2 et 2.3, lorsque N oo. 

Proposition 3.3. Sous la notation et les hypotheses ci-dessus, nous avons les 
relations, 

J | Q ^ (2 Qi m \v) - l) Q[ m \w) B(d«,d™) 

= 2// gl m, (l - «) - ») B*(«,») d« - g^ ra) (l - «-) B*(l,») d» 

J ^[o,i] 2 Jo 

= 2// qt\l-v)qt\l-w)Bl 0] (v,w)dvdw + 4m [ 1 qt ) (l-v)B( ll (v)dv 
J J[o,i] 2 Jo 



(3.10) 



= 2 



[0,1] X [0,oo) 

et 



Bf 0] (l-Gi m) (x),l-G( m) (y)) dx dy + 4m f Bfo(l - G< m \x)) du±N(0,2m) 

Jo 



f f Q { 2 m) (w) B(dv,dw) = - [ qi m \l-w) B(l,w) dw 

J J[0.1] 2 Jo 

= [ qi m) (l-w) B*(l,w) dw = [ qltHl-w) Bfa(w) dw, (3.11) 
Jo Jo 



ou les composantes aleatoires 



2 / / Bf 01 (v,w) qi m) (l-v) q { 2 m \l~w) dv dw (3.12) 



[OP 

[0,1] 2 

2 f [ Bf 01 (l - Gt\x), 1 - G 2 m \y)) dx dy ± i\ 

J J [0,1] X [0,oo) 



2m 



2m + 1 / ' 
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et 



Am / q ( ™>(l - v) Bfaiv) dv = 4m / BUl - G^(x)) dx 
Jo Jo 



(3.13) 



9^(1 -«;) B* 2] (w) dw±N(0,2m), 



(3.14) 



sont independantes. 



Demonstration. Soit R 



( resp. T = r(2m, 1) ) . Compte tenu 
dc (2.24) (resp. (2.25)), nous faisons usage de l'identite distributionnellc R = 



Q { 3 m) {V) ( resp. T = Q\ m >{W) ) oil V = U(0, 1) ( resp. W =U(0,1) ) 



resp. E(T) = jf Q^H dw = 2m^j 



(3.15) 



(3.16) 



Nous deduisons dc (3.15) (resp. (3.16)), une preuve alternative de (2.47) 
(resp. (2.48)). En se rappelant de (2.19) (resp. (2.20)) que Q ( 3 m} (0) = ( 



resp. Q { 2 m) (0) = ) et (1-v) Q^ m » — ► ( res P- i 1 ~ w ) 



(m) , 



)("■) 



(W) 







) lorsque v f 1 ( resp. wfl ) s P ar (3.15) (resp. (3.16)) et une integration 
par parties, nous obtenons 



(1 - v) qi m) (l - v) dv= (1 - v) Q!f » + / QT'(v) dv (3.17) 



(m) , 



resp. y (1 — u>) (1 — w ) = 

(3.18) 

Nous faisons usage ensuite d'un argument dc type Fubini, dans l'esprit de 
Donati-Martin et Yor[15, 16] (voir par exemple le paragraphs 3.3 de Deheuvels, 
Pecccati et Yor[14]). Nous ecrivons, par (3.7) et les changements de variables 
(v, w) — > (1 — v, 1 — w), 



(1-w) Q 2 m \w) 



Q 2 m \w) dw 
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Ji:=2// Q { 3 m) (v) Q { 2 m) (w)B(dv,dw) (3.19) 
'[o,i] 2 



2 \ q% n >(s) K [Q . v) (s) q 2 m >(t) H [0 , w) (t) dsdt}B(dv,dw) 

'[04] 2 \ J J [OA] 2 I 



= 2 



q { 3 m \s) qi m \t) \ f f H [0)lo) (t) B(dv,dw) 1 ds di 

[o,i] 2 [J "'[o.i] 2 



= 2 qi m \ S )qt\t)\ B(s,t)-B(s,l)-B(l,t)\dsdt 

J J[o,i] 2 [J J[o,i] 2 J 

= 2 / / ^ m) (v) qi m) {w) B*(l 1 - w) dv dw 
J J[o,i] 2 

= 2 f f q { 3 m) (1-v) qt ] (1 — w) B*(v,w) dv dw. 
J J[o,i] 2 

En faisant usage de (3.8), (3.17) et (3.18), nous obtenons aussi que 



,h = 2 \ \ q 3 m '(l - v) qr\l ~ w) B? 0] (v, w) dv dw 
J J[o,i} 2 

+ 2 f f v q^ m \l-v) q { 2 m \l-w) B*(l,w) dv dw 

J J[0,1] 2 

+ 2 f f q( m) (l-v) w q { 2 m \l~w) B*(v,\) dv dw 
J J[o,i} 2 



2 



4 m) (l ~ «) 4 m) (l - w) Bf 0] (v,w) dv dw + f qi m \l - w) Bfaiw) dw 
[0,1] 2 Jo 

+ 4m / 4 m) (l - v) BUv) dv. (3.20) 
Jo 

En se rappelant dc (3.7) que B*(l, w) = — B(l, 1 — w), un argument similairc 
nous permet d'ecrire, par le changement de variables t — > 1 — w, la relation 

J 2 := [ [ Q { 2 m \w)B(dv,dw) = f f ( f\ [0 , w) (t) q { r\t) dt\B{dv,dw) 
J J[o,i] 2 J J[o,i} 2 Uo J 

= f I [ [ H[o )to )(t) B(dv,d«;) 1 ^ m) (t) dt 
Jo [J J[o,i] 2 J 

= - f'qtHt) B(l,t) dt = - /" <rt) B [2] (t) di 
Jo JO 

= / g£ m) (l - w) B*(l,w) dw = / <72 m) (l - w) BUw) dw (3.21) 
Jo Jo 

En combinant (3.19) avec (3.20) ct (3.21), nous obtenons facilemcnt que 
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2 Q 3 >) - 1 QrW B(dv,dw) = Ji - J a 
'[o,i] 2 v 7 

= 2// g£ ro) (l-t;) g| m) (l-u;) B* («,«;) dz; dw - [ q^il-w) B*(l,w) dw 
J J[oj] 2 Jo 

= *f f o i2 93 m) (l ~ «) ?2 m) (l - «0 Bf 0] ( V , «,) d« dw + 4mj^ qi m \l - v) Bfa(v) dv, 

ce qui donne les deux premieres cgalitcs dc (3.10). Le fait que les composantcs 
alcatoires (3.12), (3.13) et (3.14) sont independantes provient du lemme 3.1. 
Pour conclure la preuve de (3.10), nous utilisons les arguments suivants. En 
premier lieu, nous faisons les changemcnts dc variables (v, w) — > (1— v , 1 —w), 
et puis nous posons v = G3 (x) avec q^ (v) dv = dx et w — G^ 7l \y) avec 
( w ) dw = dy, pour obtcnir l'egalite, 



qt\l-v) qtHl-w) BUv,w) dv dw 

[0,1] 2 

BU1-VA-W) dvqi m \v) dwqf l \w) 

[0,1] 2 



[0] 

[0,1] x [0,oo s 



B7 0] (l-Gi m \x\l~Gt\y))dx dy. 



Alors, nous observons que |b* ](u, w) : < v,w < l| = |b* j(1 —v,1 — w) 
: < v, w < l}. Puisque, la variance de R = f5 m ,m est egale a u\ = 



4(2m + 1) 

) est egale a cr^ (m) = 2m, no 

appliqucr (3.6) pour obtenir que 



et la variance de T = T(2m, 1) est egale a cr^ (m) = 2m, nous pouvons 



/>1 />oo 

B* m (l-Gt\x),l-G^\y))dxdy^ / Bf 0] (G< ro \x), G^Hv)) dxdy 

[0,1] x [0,oo) JO io 



N(0,o% * 2 Gim) ) ± N (0, 



2(2m+ 1) 



ce qui donne (3.12). De meme, en faisant le changement de variable 

v — > 1 — v et puis en posant v = G3 (x) et q^ (v) dv = dx, on obtient 

l'egalite 



1 qt\l-v) Bfa(v) dv = f B^l-v) qi m) (v) dv = f B^l-G^ (x)) dx. 
Jo Jo 

Or, d'apres(3.7),ona,pourtout < x < 1, B* {1] (1-G< m) (x)) = -B{G ( ™\x), 1) 

d , s 2 1 

et commc la variance dc R — P m . m est egale a a R = — + T) ' n0US P ouvons 



appliqucr (3.4) pour obtenir que, 
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jf 1 B^l-G^ix)) dx = -£ B(G^\ X ), I) dx = N (0, a%) £ N (o, 4( J + 1} 

ce qui donne (3.13). La prcuvc est complctcc par l'obscrvation que si 

y£n (°> 2 ( 2 r+l) ) Ct ZljY ( ' 4(2m+l) ) sont independantes, alors 

2y + 4 m zijyfo, / m - + lg??^W(0,2m).D 
V 2(2m+ 1) 4(2m+l) / ^ ' 



3.4 Ponts browniens ponderes 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvels et Derzko[10]. 
Le lemme 3.2 suivant generalise au cas m > 1 arbitraire le lemme 4.4 de 
Deheuvels et Derzko[10]. Dans ce paragraphe, nous donnons des bornes pour 
des ponts browniens ponderes parallelement a celles obtenues precedemmcnt 
pour les processus empiriqucs ponderes dans le paragraphe 2.3. Nous supposons 
que {B(v,w) : 0< v,w < 1} designe un pont Brownien bivarie. A la suite 
de (3.3), nous definissons un pont Brownien reduit {B[ j (v, w) : < v, w < l} 
en posant 

B(v, w) = B [0] {v,w) + wB(v, l)+vB(l,w). (3.22) 
Dans l'esprit de (2.52) et (2.53), nous posons, pour chaque N > 1, 

pi pl/N 

J' N := / qi m \l - v) qt\l - w) B(v,w) dv dw, (3.23) 



dw. (3.24) 



Jo jo 

et 

-l/N 



L' N := / q^ n) {\ - w) B(l, w) div 
Jo 



Lemme 3.2. Nous avons, lorsque N — > oo, 



Demonstration. Nous observons tout d'abord, par l'intermediairc de (3.22), 
que, pour < w < 1, 

/ qi m) (l - v) q ( ™\l - w) B(v, w) dv = q { ™ ] (1 - w) / q { ™ ] (1 - v) B(v, w) dv 

JO JO 

= 4 m) (l - «0 ^ m) (l - «) B [0] («, «;) dv + B(l, w) J v qf l \l - v) dv 
+w J\ ( 3 m) (l~v) B(v,l) duj 
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En faisant le changement de variable v — > 1 — v et en posant v = G 3 m ^ (x) 
et qs(v) dv = da;, on obtient, pour < w < 1, l'egalitc 

( qt\l-v) B [0] (v,w) dv = f q { f\v) B [0] (l-v,w) dv = f B [0] (1-G 3 m) (*), w) 
o Jo Jo 



dx. 



Observons que 

{B [0] (v,w) : < v,w < 1} = {B [0] (l - v, w) : < v,w < 1} . 

De plus, en faisant usage de (3.5), avec F = G 3 qui est la f.r. d'une 

2 1 

loi (5mm de variance er (m) = — -, nous voyons que le processus 

G 3 4(2m + 1) 

{Bq(w) : < w < 1} dcfini en posant, pour < w < 1, 



1 



— =^= 5oH = / 9^(1 - v) B [0] (v,w) dv = / B [0] (G 3 m) (*),«;) dx 
2V2m +1 J Jo 

(3.26) 

est un pont Brownien. De meme, en faisant un changement de variable 

v — > 1 — v et en posant v = G 3 m ' (x) et qf 1 ^ (v) dv = dx, on obtient l'egalite 

[ q% n \l-v)B(v,l)dv = [ q ( ™\v)B(l-v,l)dv = f B(l-G 3 m) (x), 1) dx. 
Jo Jo Jo 

Observons que 

{B(v, 1) : < v < 1} = {B(l - v, 1) : < v < 1} . 
De plus, en faisant usage de (3.4), avec F = G 3 m) qui est la f.r. d' une loi f3 rn m 

2 1 

de variance a , m) = — -, on obtient, 

G 3 4(2m + 1) 



jT 1 qt\l V ) B(v, 1) d, I jT 1 B(G^ } (x), 1) dx £ N (o, ^ 



1) 



Une application du lemme 3.1, montre que les ponts Browniens {Bq(w) : < w < 1} 
et {Bi(w) := B(l, to) : < w < 1} dans (3.22) et (3.26) ainsi que la variable 
Z definie par 



Z 



rai-iBM*i»(^) 



2V2m + 1 

sont mutuellemcnt independantcs. Ceci avec (2.47) aussi montre que le processus 
{B^(w) : < w < 1} , dcfini par l'identite, pour < w < 1 



m 4- 1 1 1 



2(2m+l) ° v ' 2V2m + 1 v ; 2 
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est un pont brownien independant de Z = N(0, 1). Par tout cela, nous avons 
l'egalite 



q X 4 m \l - v) qi m \l - w) B(v, w) dv = q <T\l - w) I ^ 2( ^ m + + 1 1) B 3 (w) 

1 

w Z 



2y/2m + 1 



En faisant usage du theoreme de Fubini, nous deduisons de ce dernier resultat 
que 

J ' N = Jo I Jo 9 ' m)(1 " V) 9 ' m)(1 " W) B(U ' W) dV \ dW (3 ' 27) 

m + 1 f 1/N (m). . . . Z f 1/N ( m) 

g 2 (1 — wj B^{w) aw H ^=^= I w q% '\Y — w) aw 



\]2(2m+l)J ^ v y ° v y 2V2m + 1 

=: J N]1 + J N;2 - 

Par (2.18), nous voyons que w (1 — w) — > 1 lorsque it) J, 0. Done, lorsque 
w jO, 

7 /■l/iv ^ / 1 \ 

-v^tt/ ™^ )(i - )d ^ (i+o(i)) iw^TT^° p y • (3 - 28) 

En se rappelant de (3.24) et (3.27), nous voyons egalement que 

J W = \ Lt7 + l^ / 1/iV ^ m) (l B 3 (w) dw I J ™ + ' l> n = N(0,<&), (3-29) 
\j 2(2m + l) J y2(2m + l) 

ou nous utilisons le changement de variables (w,v) = (s/N,t/N) pour ecrire 



N(m + l) f l ' N [ X / N . (m) (m) 



2(2m+l)y 

N(m + 1) f 1 f L fa At l\/s (m) / sW (m) / t\ 



2(2m + 1) J J V st N J \N 

En utilisant a nouveau le fait que, par (2.18), w q^ (1 — w) — > 1 lorsque 
w|0, nous deduisons de cctte dcrnicrc cgalite que, lorsque N — > oo, 



ds dt. 



N air = ' ~r / / : — ds dt 



m + 1 I ' L ( sAt l + o(l) m+1 



N 2(2m + l)J Jo st AT 2(2m+l)' 

Un calcul facile montre que 
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St In 1 t Jo 1+ S 



[ {l-logi}di= 1- [tlogt-t\l = 2. 
Jo 



Ceci, aussi, montre que TV <j 2 n — > - — j- lorsque TV — > oo. En se rappelant 
de (3.27), (3.28) ct (3.29), nous deduisons facilement (3.25) de cette propriete.D 



3.5 Approximations fortes 

Le fait suivant est une version du theoreme 2.3 de Castelle et Laurent-Bonvalot[3] 
(voir, par exemplc Tusnady[27], et le theoreme 1.1 de Castellc[4]). Posons log + v = 
log(v V e) pour i)6l, ct posons 1 1/| | = sup |/(z)| , pour la norme-sup d'une 

fonction / bornec, dermic sur A . 

Fait 2. Sur un espace de probability convenable (O, .A, P), il est possible 
de construire une suite de vecteurs aleatoires {(Vfc,jVj Wk,N) '■ < k < N — 1, 
N > l\ uniformement distribues sur [0, l] 2 et une suite de ponts Browniens 

bivaries {Bn(v,w) : < v, w < 1} telle que la propriete suivante soit verifiee. 
Pour des constantes appropiees a > 0, b > et c > 0, nous avons, pour tout 
x>0 et N > 1, 

log , N (a log , iV + x) \ 
\a N -B N \\>— L ^ '-\<be- cx . 3.30 



Comme une consequence evidcntc de (3.30), nous avons lorsque N — > oo, 

\\a N - B N \\ = P I — -j=— \ . (3.31) 



Compte tenu de (3.7), (3.8) et (3.9), nous allons examiner ci-dessous, les pro- 
cessus definis par 

B N (v) = B N (v, 1) = -B^(l - v, 1) = -B[i ];JV (l - «). (3.32) 
pour < u < 1, ou 

B^(l-«,l-™) = B^(«,u;)-B^(u,l)-B^(l,u;), (3.33) 
Bfo];^^'^) = b *n( v , w ) - vB* N (l,w) - wB* N (v, 1), (3.34) 
Bfo. N (v) = B* N (v,l) etBfa. N (w)=B* N (l,w), (3.35) 
pour < v, w < 1. 

Le fait suivant est un cas particulier des principes d'invariance forts de Komlos, 
Major et Tusnady[20, 21] pour les sommes partielles. Nous nous referons au 
lcmmc Al de Berkes et Philip [1] pour des rcsultats qui nous permettent de 
combiner ccs constructions sur le meme espace de probabilite. 
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Fait 3. Sur un espace de probability (f2, A, P), soit {7i. n : 1 < i < n} qui 
designe une suite de v. a. de loi r(m, 1), 7$ „ = L(m, 1) auec E (7i, ra ) = 

m et Var(7i jn ) = m telle QUG } pOUT chdqUG Tl ^ 1, 'Yljm ■ • ■ •> "fn,n 

sont 

independantes. Alors sur une version conv •enablement elargie de (f2,*4, P), il 
est possible de definir une suite {W n (t) : t > 0, n > 1} de processus de Wiener, 
telle que, pour chaque n > 1 et x > 0, 



max 



^ 7i,™ - jm - \fm W„(j) 



> x + A logn ] < B e~ cx . (3.36) 

i=l 

oil A > 0, B > C > sont lies constantes universelles. 
Une consequence facile du fait 4 est que nous pouvons poser 

1 n { 1 \ 

— = (7i n — m) — n~ x l 2 ypm W n (n) = Op I — =- ] lorsque n — > oo. (3.37) 

3.6 Preuve du theoreme 2.1 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvels et Dcrzko[10]. 
La proposition 3.4 suivante generalise au cas m > 1 arbitraire la proposition 4.4 
de Deheuvels et Derzko[10]. Nous avons maintenant en main tous les ingredients 
necessaires a la preuve du theoreme 2.1. Nous posons (Q,A,F) et Bjy(.,.) 
commc dans le fait 2. Nous posons de plus Bjy(.), B^(., .), B* j ;Af (., .), -Bm.jv(-) 
et Bf2]jjv(-) definis comme dans (3.32)— (3.35). Compte tenu de (3.7), (3.8) 
et (3.9), nous posons de plus, 



^ := J 2(2W + 1) / / - V ) qi m \l W) BI Q] . N (V,W) dv d l 

* m J 7ro.il 2 



'[<U] 2 

(3.38) 

1 ' ,M/ 



et Viv = / 92 (! - w ) b \2)-n( w ) dw - ( 3 - 39 ) 

V2m Jo 

Comme suit facilement de (3.31), nous avons, lorsque N — s- oo, 



\a N -i-B N \\= sup |ajv;i(v, 1) - Bjv(w, 1)| 

0<t><l 

< \\a N -B N \\=O v J , (3-40) 



qui est (2.36). Les arguments ci-dessous, captures dans la proposition suivante 
complctent la preuve du theoreme 2.1. 

Proposition 3.4. Sous la notation ci-dessus, nous avons lorsque N — > oo, 
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iV 1/2 Aj- 



W 2^TT + Am [ Bn ^ )[x)) dx 



= o P 



AT 1 / 2 



(3.41) 



et 



N 1/2 Q N - ^ N V2m 



O r 



(log Nf 
ATi/2 



cm pour chaque N > 1, Zes v. a. c/>at = 7V(0, 1) ei 
Demonstration. Nous deduisons de (2.40) et (3.10) que 



(3.42) 
N(0, 1) sont 



IN 



N^A N f f (2 Q { 3 m) (v) - l) Q< TO >(«,) B^du,) 
J J[o,i] 2 K ' 



N 1/2 A N - 2 



[o,i] 2 



q ( ™\l-v) q ( 2 m) {l-w) B* N {v,w) dv dw 



Jo 



w) B^(l, w) dm 



2 1 I q' 3 m, (l-v)q! 2 m) (l-w) {a* N (v,w)-B* N (v,w)} dvdw 
J J[o,i] 2 

1 M, 







^(l-w) {a N (l,w)-B* N (l,w)} dw 



Compte tenu de (2.12), (2.13), que v h-> 33 (1 — v) est bornee sur (0, 1) et 
que plus V v € (0, 1), < <^ m) (l - v) < 1 et faisant usage de (3.31) et (3.40), 
nous deduisons de cette expression et de l'inegalite triangulaire que 



A N <3 



( m )ci ■\ 



1/AT 



?2 TO ^(1 — w ) a *N( v i w ) dw > dw 



+ 2 



+ 



( m )/i "i 





1/JV 

I 

»1/7V 



/ c/2 (1 — w ) B^-(«, w) > dv 



q^ (X — w) ot* N (l, w) dw 







+ / qi m \l-w) B* N (l,w) dw . 
Jo 

En combinant (2.20) et (3.40), nous voyons que, lorsque N — > 00, 



2G 



3 Q 



(in) 



1 - 



TV 



N\ 



(log NY 

ATl/2 



(3.43) 



Compte tenudc (2.52), (2.58), (2.53), (2.59), (3.23), (3.24) et (3.25), nousvoyons 
que pour chaque e > 0, lorsque TV — > oo, 



1/N 



g>2 (1 — w ) a iv( u : w ) ^ w ( 



(log TV) 



l+e 



TV 1 / 2 



l/JV 



#2 (1 — w) a^(l,u>) du> 



= Op 



(log TV) 



l+e 



TV 1 / 2 



(3.44) 



2 
et 



1 [ /.l/JV 1 

qt\^v){ / ^ m) (i- w )B^( v , w )d w ld^ 



o 



l/N 



o P 



( 1 



Vtvvs 



qi m) (l-w) B* N (l,w) dw 



= O v 



TV 1 / 2 



(3.45) 



En posant e = 1 dans les inegalites ci-dessus, nous concluons que, lorsque 

TV — > oo, 



ljv — Op 



(log AT 

TV 1 / 2 



qui est (3.41). Ensuite, nous faisons usage de la proposition 3.3 pour reecrire la 
declaration ci-dessus en 



A 



N 



N 1/2 A N - 2 



93 C 1 - V ) l2 n 'i l - W ) B fo];w(^ ™) du dw 



[04F 



-4m / g^(l-«)S[i ];JV («)dt; 
Jo 

TV^Ajy - 



2m 



Op 



(logAT 

jyi/2 



lorsque TV — > oo. Par des arguments similaires, nous deduisons de (2.41) 
et (3.11) que, lorsque TV — > oo, 
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a 



N 



N^ 2 Q N -[ [ Q 2 m \w)B N (dv,dw) 
J J[o,i] 2 

[ q ( ™\l-w) {a* N (l,w)-B* N (l,w)} dw 
Jo 

J^qi m \l-w) dw\\\a* N -B* N \\ 

/ qi m >{l-w) B* N {l,w) dw 
Jo 



q 2 m) (l - w) a* N {l,w) dw 



Compte tenu de (3.43), (3.44) et (3.45), nous dcduisons de cette derniere relation 
que, lorsque TV — > oo, 



Cn = Op 



QogNf 



Ceci combine a (3.39) et (3.11) dans la proposition 3.3, implique que, lorsque 

-/V — > oo, 



a 



N 



N 1/2 Q N - I q [ 2 m \l - w) Bfa. N (w) dw, 



= O r 



(log AO 



#1/2 



= N 1/2 Q N - t/j N V2^ 

qui est (3.42). Une application de la proposition 3.3 montre que 

4> N = N(0, 1) et i, N i 
de la proposition 3.4. □ 



4>n = N(0, 1) et ^jv = N(0, 1) sont indcpendantes. Ceci complete la preuve 



4 Rapports d'espacements 
4.1 Faits de base 

Nous suivons la demonstration de la proposition 5.1 de Deheuvels et Derzko[10]. 
Le fait 4 et le lemme 4.2 suivants generalisent au cas m > 1 arbitraire respec- 
tivement le fait 5 et le lemme 5.1 de Deheuvels et DcrzkoflO]. Ci-dcssous, nous 
supposons que Fx(t) = Fy(t) = t pour < t < 1 et soit pour < k < N, 

^kN-x e t SkN-Y connu comme dans (1.3). Nous fcrons usage du fait suivant 
qui est une consequence du thcoreme de representation des 1-espacements uni- 
formes (voir, par excmple, Pykc[24]). Rappclons lcs definitions (2.34) et (2.35) 
de Ajv et Oat. Posons pour tout entier m fixe tel que l<m<niAn 2 , Ni = 
(rii — m + l)/m et N 2 = (n 2 — m + l)/m comme dans (1.2) et posons aussi 
P = P{N) et Q = Q{N) comme dans (1.4). 
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Fait 4. Pour chaque 1 < N < N\ A N- 2 , il existe deux suites independantes 
{Ci,n '■ I > 1} et {^(,ti '■ I > 1} rfe w.a. exponentiellement distribuees avec une 
moyenne 1, telles que les relations suivantes soient verifiees. Posons 



N (k+l)m N 



Tn,x=Y1 E <i,N = ^2z k ,N = Y{&N + 2m + A N }, (4.1) 

fc = Ol = km+l fc = 

N+P (k+l)m N+P 

TLN;X = E/ ^ l ' N = E/ ^fc.Wj 

fc = JV + 1 l = km + l k=N+l 
N (k + l)m N 

Tn-,y = Y. E Zi,N = ^Z' k , N = -{e N + 2m-A N }, (4.2) 

fc = Oi = fcm + l fc=0 

AT+P (fc+l)m JV+P 

7?.jv ; y = ^2 E & ,JV = E ^fe.iv, 

fc=jV+li=fcm+l fc=JV+l 

(fe+l)m (fe+l)m 

ow pour ioui < k < N, Zk t N = /J C/,JV e ^ ^ jv = E] £i,JV s on£ 

l—km+1 I— km+1 

comme dans (4-29). 

Nous avons, pour tout k = 0, . . . , N, 

(fe+l)m 
E Cl,» 

rt(m) _d l=km+l ^k,N , , . „\ 

ti k,N;X ~ ^ Yl? ~~ ~T Tl? ^ ' 

IN-.X + l<-N:X IN-X + K-N-X 

(k+l)m 

E 6,« 

k ' N ' Y Tn-,Y +TZ-N;Y Tn-,Y + ~R-N;Y 

Comptc tenu de (1.6) et en faisant usage du fait 4, nous observons que les 
egalites d'evenements suivantes sont verifiees. Posons, pour tout t E [0, 1], 

rjv(t) L A ^ {T N .,Y + 1l N ., Y }/(N + Qn-i 



t ) {T N ;x + n N . x }/{N + p) 

En se rappelant des definitions (2.22) et (2.24) de respectivement Rk,N et 
Vk,N, nous voyons que, pour tout < k < N et pour tout t £ [0, 1], 
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{iW " 2 " t} = \{N + P)S™ X + (N + Q)S™ Y ~ \ 
(stl Y . (I \ N + P 



s im) ~\t 1 7 N+Q 

°k,N;X v 7 . 

zjU > (l_ i ) {Tn-,y + n N , Y } /(N + Q) 



Zk.N ~ \ t ) {T N ;X + n N , X } /(N + P) 

> -4t - A = \ j Z T 7 , ± Mt)\ = < Mm 

= {dtHRk^f) < G { 3 m \r N (t))} = {v k:N < g£"W*))} . 

(4.4) 

Rappelons les definitions (1.7) et (1.9) de iif;v ;nii „ 2 (.) et jN;m,n 2 (•)• Compte 
tcnu dc (2.29), (2.30) et (2.32), nous deduisons de (4.4) que, pour tout t £ [0, 1], 

7Af;rii ,n 2 

(t) = TV 1 / 2 (H N ., nun2 (t) - H m (t)) = N 1 ' 2 {u N {G^\r N {t)), 1) - ff ro (t) 
= a w;1 (4 m) (rjv(i))) + ^ 1/2 f^W*)) - tf TO (t) 



= aN .AG { 3 m \r N (t))) + (GtHMt)) G<r\tj) , (4.5) 
puisque pour tout t S R, 

ff m (t) = G| ro) (t). 

Lemme 4.1. Nous avons, uniformement en t € [0, 1] et lorsque N — > oo, 

TWinx.n.W = ^;l(4 m) (^ (*))) + ^ ~ ^ (t(l - i))"^ ^ M*) - *) 

((m-1)!) 

+ pp[-^=). (4.6) 



. 'TV 

Posons pour tout N > 1, 

= {7; t; y +^ jV; y}/(/V + Q) 

w {r„ ; x+^}/(iv+p) • 

Obscrvons que 

Tiv(t) - * = -t(l - i) Q N {1 + (1 - ^Qw}" 1 . (4.7) 

Posons dc plus 



1 ( N N 1 A 1 f iV JV 1„ , 4 

^ = 2w + 2^i]vT^ + ]vTo} AN + 2^{]vT^-]vTo} ew - (4 ' 8) 
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Lemme 4.2. Supposons que < c < d < oo. Alors lorsque N — > oo, 

(n 1/2 A n , N 1/2 G n , N 1/2 V N ^j A (*V2m X, V2^,y, <7i(c,d) z) , (4.9) 
om A" = iV(0, 1), y = N(0, 1), Z = N(0, 1) sont independantes et 



1 



;i < c < d < 



m l(l + c) 2 (l + o!) 2 

*?M) = < I ' S , 0<c<d = oo ■ ( 4 - 1Q ) 
m (1 + c) 2 ~ 

si c = (! = oo 

-De p/ws, nous avons, lorsque N — > oo, 

AT 1/2 Qjv -^N(0,al(c,d)), (4.11) 



111 1 



m 1 1 + c 1 + d 



si < c < d < oo 



a 2 {c,d) = { 11 ~ . , . (4.12) 

' sz < c < d = oo v ; 

m 1 + c 

si c = d = oo 

Demonstration. Nous supposerons ci-dessous que (1.5) est verifie avec 

< c, d < oo. La preuve du lemme dans les autres cas etant tres similaire, sera 

omisc. Posons 



Tn-,x = mN + v' N VN, TZ N -x =mP + rj'^VP (4.13) 
T N -,Y = m N + v' N VN, n N . Y = mQ + v'l r ^/Q. (4.14) 



Compte tenu de (4.1) — (4.2) et (4.13)— (4.14), nous notons que pour un usage 
ulterieur, 

N 1 ' 2 A N = V ' N - v' N et N 1 ' 2 ® N = r) l N +v' N . (4.15) 
Or, de (4.1) et (4.13), on a, 

N N+P 

mN + r]' N VN = ^ Z k:N et m P + r]'^VP = Zk 



-<k,N 

k=0 k=N+l 



i.e, 



\ k=0 / \ k=N+l / 



Vn 



De meme, de (4.2) et (4.14), on a, 



31 



m N 



N 



v' N VN = J2 Z 'k,N et mQ + v^^Q = ^ Z' k 



N 



k=0 



k=N+l 



i.e, 



( I N \ ( 1 N+Q \ 

'N=^(xY, Z iN-™) et < = A /Q - E Z 'k,N-m\ 

\ k=0 / \^ k=N+l / 



V N 



Done, on a, lorsquc N — ¥ oo, la normalite asymptotiquc jointc suivante, 



V N 



JV 






VV o J ) 



(4.16) 



avee 



.4 


E 


F 


G 


E 


D 


H 


I 


F 


H 


C 


J 


G 


I 


J 


D 



(4.17) 



= »1 m ~ Var { 7w - m A ') } ' B = Vi "- { 7p , - ra p ) } • 
= Var { ^ (g z i.» - ™ w ) } • c = J™ v » { ^3 (J? t ^-«| 
' - 80. Cm { ^ (t z - - "> ") ■ ir ( t "f t z « - ™ p ) } ■ 

" <&. Cov { 7N (t ZhM - mN )'7N (t Z U - - ») } ■ 
" A" c " { 7» (| - N ) • 75 (S +1 ZL " — Q )}- 
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i I N ) 

A= lim < — V" Var(Zi N ) \ = Va,r(Z ltN ) = m, 

I fe=0 J 



f 1 N+p 1 

B = lim < — V Var(Zjv+i,iv) } = Var(Z N+1 . N ) 

I k=N+l J 



(4.18) 



(4.19) 



dc meme, on a, 



C = D = m. 



(4.20) 



De plus, comme les suites de v. a. {Z^^n ■ k > 0} et {Z' k N : k > 0} sont 
indcpcndantcs, on a, 



E = F = G = H = I = J = 0. 
Et done, de (4.19)— (4.21), on en deduit que, 



(4.21) 



10 
10 
10 
1 



D'ou, de (4.16) et (4.22), on en deduit que, lorsquc N —> oo, 



( ^ \ 



Vn 

r N 



N 



ff°\ 





VV o J 



V < J 

Par suite, on en deduit que, lorsquc N — > oo, 



10 
10 
10 
1 



(Vn, Vn, v'n, vn) (v', v" , V, v") 



(4.22) 



(4.23) 



(4.24) 



oii r) , r) , v , v designcnt des v. a. independantes de loi N(0,m). Nous 
obtcnons done que, lorsquc N — > oo, 



Q N = <m + 



v' N VN + v N VQ 
N + Q 



N 



o 



N + Q 

1 rfjfVN + tffrVP 
<n 2 N + P 



N + P 
'v' N VW + v% 



N 



o 



N + Q J J 

N + P 
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Q 



N 



1 1 r)' N VN + rjf^y/P | Q / V ' N VN + ^ VP 



iV + P I N + P 

1 V' N VN + V'^y/Q ( V' N VN + ^yfc 

m N + Q y N + Q 



m N + P m 



N + Q 



O 



N + P 



v' N VN + v^VQ 
\ N + Q 



D'apres (4.24), on a, lorsque TV — > oo, jy^y — > ?/ et r]'^ ~> done, on a, 
lorsque N — > 00, rj' N = Op(l) ct rj'^ = Op(l). D'ou, on a, lorsque N — > 00, 



7V + P 

Par analogie, on a, lorsque TV — > 00, 

iV + Q 

Done, on a, lorsque TV — > 00, 



v' n Vn + v'nVp_ = ( Vn + Vp 



o 



N + P 



N+^Q 
N + Q 



= 1 v' n VN + vZy/Q 1 r,' N VN + rt'^y/P VWWP 
m N + Q m N + P \ N + P 

Or, V N > 1, on a, les incgalitcs suivantes, 



+O f 



N + y/Q 
N + Q , 



1 v^V + n/P V3 

< — — = — < — ^=^= et 



ViV + P ~ N + P ~ y/N + P y/W+~> 

done, on en deduit que, lorsque N — > 00, 



1 < 7iV+x/Q < V3 



N + P " V^VTQ' 



yjv = 77 — - — — 77 1- cp 



m iV + Q 



7V + P 



Op 



1 



Of 



1 



1 



VF+P 

p 

-A 0. 



Op 



1 



,VN + PJ WN + QJ " W^V, 

Or, d'apres (4.24), on a, V lux , W2 , , W4 £l ct lorsque — >• 00, 



(4.25) 



v' N , K, W2, W 3 , Wi) = E (e 1 



wi r] N + i w 2 rj N + i w 3 v N + i w 4 v N 



tp(wi, w 2 , w 3 , Wi) = exp 



-- {m (wf + wl + wl + wl)} 



34 



Done, en posant w\ 



1 



JY 



to N + Q 
lorsque N — > oo 



w\ et Wi 



1 N 
mN + P 
1 



y/NQ 



m N + i 



1 ViVP 

= — Wl , 

mN + P ' 

Wi, on a, pour tout u>i G 



et 



[ N + Q N + P 



exp 



1 N 1 V7VP 1 N 1 V7VQ 

Ml , — Wi , — W-l , — Mil 

mN + P ' to7V + P ' m N + Q ' m N + Q 



1 ,. fiV 2 + iVP iV 2 + 7VQl 
n. — - hm < 



TO" 2 N^oo I (N + P) 2 (N + Q) 2 J 

Done, on en deduit que, lorsque N — > oo, 

ViV Q w A^(0,a 2 2 (c,d)), 
oil nous faisons usage de (1.5) pour ecrire, 



- ex P ( ~2 a 2^ d ) w i 



(4.26) 



cr|(c, d) = — lim 



N 2 + NP N 2 + 



+ 



NQ\ 



m w->oo \ (N + P) 2 {N + Q) 2 J 



1 



— lira 

TO. N—toc 



1 f 1 



P 

N 



1 + 2 ]v + U 



N 



1 



to 1 1 + c 1 + d 



Nous obtenons ainsi (4.11) et (4.12). 



Pour completer notre preuve, nous combinons (4.8) avec (4.15) et (4.25). Nous 
obtenons que, 



N 1/2 V 



N 



= N^Q N + ^-\ 
= N 1 / 2 Q N +J- 



N 



N 



N + P iV + 



N 



N 



2m [N + P N + Q 
1 VNQ^ 1 y/NPr/j, 



to N+Q to N+P 
-^N{0,a 2 (c,d)), 
ou compte tenu de (4.24), 



O 



N^ 2 A N + 



1 ( N N 
2to \7V + P ~ N + Q 
N N 



N + P iV + 



(Vn + v 



N 



N + P 



O 



N 



N + Q 



(4.27) 
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a\ (c. d) = lim < m. 



1 



— lim 



m 2 \(N + Q) 2 + {N + P) 2 
NQ NP 



m n^oo {{N + Q) 2 (N + Pf 



— lim 

m N^oo 



Q 

N 



P 

N 



m{(l + d) 2 (1 + c) 2 



qui donnc (4.10). □ 



(4.28) 



En faisant usage du fait 3, nous pouvons definir, pour chaquc N > 1, unc v. a. 
6 N = N(0, 1), independante dc {Q,n ■ 1 < I < N} ct {£ LN : 1 < I < N} (ct 
done, de Ajy, ©at, 4>n et tpN-, comme defini dans la proposition 3.4), telle 
que lorsque N — > oo, 



1 VNQ v'n 1 Vn 



m N + 



m N + P 



NP 



NQ 



m\{N + P) 2 (N + Qf 



1/2 



IN 



(4.29) 



^N\ogP \ VNlogQ ] /loKiV 

= Up | — ,__ | + Up I — = Up 



^ VN + P J \ y/N 

Demonstration du lemme 4.1. Faisons un developpement limite de Taylor a 
l'ordre 2, de l'expression Gg \tn( 
en t £ [0, 1] et lorsque N — > oo, 



l'ordre 2, de l'expression (r^r(i)) — (i) dans (4.5). On a, uniformement 



(m) , 



(2m- 1)! 
((m-l)!) 5 



N , ( T N(t) - t) 



G^ n '(t)+0 (r N (t)-t) 



(t{l-t)) m - l {T N (t)-t) 



(2m - 1)! 



2(m- 2)!(m- 1)! 



(l-2t) (t(l-i)) m -^Tjv(t)-t) 



Or, en se rappelant de (4.7) et (4.30), on a, lorsque N — > 00, 

sup IrjvW - t| < i |Qjv| {1 - IQaHK 1 = Or f-±= 

0<t<l 4 VviV 

D'ou, on a, uniformement en t G [0, 1] et lorsque N — > 00, 



TN (t)-t = P [y= 



(4.30) 



(4.31) 
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Done, de (4.30), (4.31) et comme la fonction t i-> (1 - 2t) (t(l - t)) m ~ 2 est 
bornee sur [0,1], on en deduit que, Ton a, uniformement en t € [0,1] et 
lorsque N — > oo, 



4 m) (^W) - 4 m) (*) = 77— (*(1 - - t) + Or ( 1) . 

((m-l)!J V v / 

(4.32) 

D'ou, de (4.5) et (4.32), on en deduit (4.6), ce qui acheve la demonstration du 
lemme 4.1. □ 



Lemme 4.3. Nous avons, lorsque N — > 00, 



sup 
< t < 1 



N 1 ' 2 (r N (t) -t)+ *(1 - i) iV^Qjv = Op ( -= J . (4.33) 



Demonstration. En se rappelant de l'expression (4.7) de rj\r(i) — i et en 
faisant un D.L. a l'ordrc 2 de r^-(t) — t, on a, uniformement en ie [0, 1] et 
lorsque N oo, 



N 1 ' 2 (r N (t)-t) 
= -N 1 'H{\-t)Q N . 



1 



i + (i-t)C 



JV 



= -t(l - t)N l ' 2 Q N (1 - (1 - tjfijy + O ((1 - *)Q*)) 

= -t(l - i)iV 1/2 Qjv + t(l - i) 2 7V 1/2 Q 2 V + O (t(l - i) 2 A^ 2 ) 2 

Or, d'aprcs (4.7), on a, lorsque N -> 00, N 1/2 Q N = P (1), de plus 
i 1 — ^ i(l — t) 2 est bornee sur [0, 1], done, on a, lorsque N 00, 

N 1 ' 2 (r N (t) - 1) = -t(l - t)7V 1 / 2 Q A r + Op (iV 1 / 2 Qf v ) . 
Et done, on en deduit que, lorsque N — > 00, 



sup 

0<t<l 



N 1 ' 2 (r N (t) -t) + t(l - t)JV 1/2 C* I = Or (7V 1 / 2 Q 2 ,) = P ( J=) , 
ce qui acheve la demonstration du lemme 4.3. □ 

Le fait suivant est une consequence directe du theoreme 1.2 de Deheuvels et 
Einmahl[12] (voir aussi Stute[26] et le theoreme 3.1 de Deheuvels et Mason[13], 
pour les versions anterieures et les variantes de ce resultat). 
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Fait 5. Soit {h^ ■ N > 1} une suite de constantes positives telle que lorsque 
N -> oo, 



ft.jV — > oo, 



iV /i 



A' 



log TV 

Alors, nous avons, lorsque N — > oo, 



oo ei 



iog(i/M 

log log iV 



oo. 



{2 fc* log(l/M}~ 1/2 
Lemme 4.4. Nous avons, lorsque N — > oo 



SUp |ajV;l(*) - OiN;l(s)\ 

< t, s < 1 
It — s| < hft 



(4.34) 



sup 
< t < 1 



a W;1 (g| to) (r N (t))) a N;1 (c| m) (t)) | = P (jV-^log^)) 1 / 2 ) 



(4.35) 



(2m — 1)! rn _i 

Demonstration. D'aprcs (4.31), (4.32) ct commc t H> 77 (i(l — t)) m 

((to — 1)!) J 

est bornee sur [0,1], on a, uniformement en t G [0, 1] et lorsque N — > 00, 



D'ou, on en deduit, que lorsque N —> 00, on a, 



sup 
< t < 1 



GfW))-G< m) W 
Par consequent, V e > 0, 3 G e < 00, tel que 



limsup ] 

N -> 00 



sup 
< < < 1 



G^(7>r(t))-G^(t) 



> 



G F 



< e. 



Done, avec une probabilite superieure ou egale a 1 — e, on a, a partir d'un 
certain rang, 



sup 
< t < 1 



G( m W))-G< m) (t) 
D'ou, pour tout t <E [0, 1], on a, 



< 



G E 



N 



< 



a 



N 



Posons, pour tout N > 1, /ijv = , On constate que, lorsque N — > 00, 

VN 



, , n N h N + log(l//ijv) 

hjv I 0, -> 00 et Y / -> 00. 

log IV log log iV 

Done, /ijv vcrifie les conditions du fait 5 enonce precedemment et done, d'apres 
lc fait 5 applique au processus empiriquc uniforme ajv-i, on a, lorsque N — > 00, 
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[2C £ TV- 1 / 2 log [n 1 ' 2 ^ 1 )) 



-1/2 



sup 
< t < 1 

Gt\r N (t))-Gt\t)<-% 



<**,i (g£"W*))) - a N;1 (g^)) | = 0,(1), 



N 



{^C~ e N- 1 / 4 (logA) 1/2 }~ 



sup 
< t < 1 



ajv 5l (Gi m W*))) - c^i (G< m) (t)) | = Op(l). 



G^(r w (t))-G^(t)< 



G« 



D'ou, on en deduit (4.35), ce qui acheve la demonstration du lemme 4.4. □ 



4.2 Preuve du theoreme 1.1 

Nous deduisons facilement (1.10) do (4.6) dans le lemme 4.1, de (4.35) dans le 
lemme 4.4, de (4.33) dans le lemme 4.3, des 2 e et 4 e parties de (4.27) dans la 
demonstration du lemme 4.2 et de (4.29), en combinaison avcc (2.36), (2.37) 
ct (2.38) dans le theoreme 2.1.D 
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